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Àíîòàöiÿ. Â ñòàòòi ðîçãëÿíóòî îäèí ç âàðiàíòiâ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó âiä íåâèïàä-
êîâî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ çà âèïàäêîâèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì. Íàâåäåíî îçíà-
÷åííÿ òàêîãî iíòåãðàëó òà äîâåäåíî äåÿêi éîãî åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë, iíòåãðàë Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà, âèïàäêîâèé
ïðîöåñ Âiíåðà.

1. Âñòóï

Íåõàé (S,F ,P ) � iìîâiðíiñòíèé ïðîñòið, òîáòî, S � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà (ïðî-
ñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié), F � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí S, P � iìîâiðíiñòíà ìiðà íà S. Íàãà-
äà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà A ⊂ S íàçèâà¹òüñÿ ïîäi¹þ, òî÷êà ω ∈ S � åëåìåíòàðíîþ ïîäi¹þ, à
P (A) ïîçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A. ßêùî äåÿêà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ
îäèíèöÿ, òî òðàäèöiéíî ïèñàòèìåìî, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî (ì.í.).
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Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà T > 0 òà n, d ∈ N. Íåõàé Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü ç ëiïøèöå-
âîþ ìåæåþ ∂Ω, Q0,T = Ω× (0, T ), Π0,T = Ω× (0, T )× S, Θ0,T = (0, T )× S. Ìåòîþ ñòàòòi
¹ ââåäåííÿ îäíîãî ç âàðiàíòiâ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó∫

Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω) (1)

çà âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì W = W (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , òà âèâ÷åííÿ éîãî âëàñòèâîñòåé.
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, çîêðåìà, óçàãàëüíþþòü ôàêòè ç [1] òà [2], äå áóëî ðîçãëÿíóòî

âèïàäîê íåçàëåæíîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïðè ìîäåëþâàííÿ áàãàòüîõ ÿâèù îòî÷óþ÷î¨ äiéñíîñòi ñëiä âðàõîâóâàòè âèïàäêîâèé
õàðàêòåð ÷èííèêiâ, ùî âïëèâàþòü íà ÿâèùå. Äëÿ iëþñòðàöi¨ öi¹¨ òåçè ðîçãëÿíåìî äóæå
ñïðîùåíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñó ðóõó, íàïðèêëàä, ÷îâíà îçåðîì âçäîâæ ïðÿìî¨
ó âiòðÿíó ïîãîäó. Ââåäåìî îäíîâèìiðíó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá ¨¨ äîäàòíèé íàïðÿì
ñïiâïàäàâ ç íàïðÿìêîì ðóõó ÷îâíà. Íåõàé η(t) � âiäñòàíü ÷îâíà â ÷àñ t ≥ 0 âiä äåÿêî¨
ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè. �Òÿãëîâà ñèëà�, òîáòî ìîòîð àáî âåñëà, çàáåçïå÷ó¹ â áåçâiòðÿíó ïîãîäó
÷îâíó çàäàíó øâèäêiñòü µ(t). Òîäi ðóõ ÷îâíà, òîáòî éîãî ïîëîæåííÿ ñòîñîâíî ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (ÇÄÐ)

η′(t) = µ(t), t > 0, (2)

η(0) = η0. (3)

Çðîçóìiëî, ùî ðîçâ'ÿçêîì (2)-(3) ¹ η(t) = η0 +
∫ t

0
µ(τ) dτ, t ≥ 0. Ïðîòå, ÿêùî ïðèñóòíi

ðiçêi ïîðèâè âiòðó, òî ðiâíÿííÿ ðóõó (2) ñëiä ìîäèôiêóâàòè, íàïðèêëàä, äî âèãëÿäó

η′(t) = µ(t) + h(t)W ′(t), t > 0, (4)

äå âèðàç h(t)W ′(t) âiäïîâiäà¹ çà øâèäêiñòü âiòðó. Ïðè÷îìó h äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, àW ′

� âèïàäêîâà âåëè÷èíà, òàê çâàíèé, áiëèé øóì (ñòàëî¨ øâèäêîñòi âiòðó, ôàêòè÷íî, íåìà),
ÿêèé ìè (ôîðìàëüíî!) ââàæà¹ìî ïîõiäíîþ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ � âiíåðiâñüêîãî
ïðîöåñó W = W (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T . Ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4), (3) òåæ áóäå
âèïàäêîâèì ïðîöåñîì i ìàòèìå âèãëÿä

η(t, ω) = η0 +

t∫
0

µ(t) dt+

t∫
0

h(t) dW (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , (5)

îñòàííié iíòåãðàë â ÿêîìó ¹, íàïðèêëàä, ñòîõàñòè÷íèì iíòåãðàëîì Iòî âiä äåòåðìiíîâàíî¨
(òîáòî, íå âèïàäêîâî¨) ôóíêöié h çà âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì W .

Ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ) âèãëÿäó (4) ¹ ïåâíèì óçàãàëüíåííÿì
ÇÄÐ (2). ßêùî çàìiñòü ÇÄÐ ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (Ð×Ï) äëÿ
çíàõîäæåííÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u = u(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , òî éîãî ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì
¹ ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (ÑÐ×Ï), ïðè äîñëiäæåííi ÿêîãî òðåáà
ïðàöþâàòè, çîêðåìà, ç iíòåãðàëàìè âèãëÿäó (1). Òîìó òåìàòèêà ñòàòòi ¹ àêòóàëüíîþ.

Îñêiëüêè ïîíÿòòÿ iíòåãðàëó çà âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ìîæíà ââåñòè ïî-ðiçíîìó
(äèâ., íàïðèêëàä, [3]), òî ìè çîñåðåäèìî ñâîþ óâàãó íà âèïàäêó, êîëè â (1) ôóíêöiÿ h ¹
äåòåðìiíîâàíîþ, à ôóíêöiÿ W ¹ ñòàíäàðòíèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì (äèâ. äàëi) â ñåíñi
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îçíà÷åííÿ ç [1]. Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî êîðåêòíiñòü ââåäåíîãî iíòåãðàëó òà íàâåäåìî
äåÿêi éîãî åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi.

3. Äîïîìiæíi ïîçíà÷åííÿ, îçíà÷åííÿ i òâåðäæåííÿ

Ðîçiá'¹ìî öåé ïiäðîçäië íà êiëüêà ÷àñòèí i ïî÷íåìî âèâ÷åííÿ çàçíà÷åíèõ âèùå
ïèòàíü ç íàãàäóâàííÿ íåîáõiäíèõ íàì äàëi ïîíÿòü òà âëàñòèâîñòåé.

Ñòàíäàðòíi ïðîñòîðè Ëåáåãà iíòåãðîâíèõ ôóíêöié. Íåõàé (S1,F1, µ1) � σ-ñêií-
÷åííèé âèìiðíèé ïðîñòið. ×åðåç Lq(S1) ïîçíà÷àòèìåìî ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà
äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié z : S1 → R çi ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ (äèâ. [4]), äå q ∈ [1,∞].
Íàãàäà¹ìî, çîêðåìà, ùî ïðè q = 2 ïðîñòið L2(S1) ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(z, v)L2(S1) :=

∫
S1

z(x)v(x) dµ1(x), z, v ∈ L2(S1), (6)

òà âiäïîâiäíîþ íîðìîþ

||z||L2(S1) :=
(∫
S1

|z(x)|2 dµ1(x)
)1/2

, z ∈ L2(S1).

Äëÿ äåÿêîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó (Y, || · ||Y ) ÷åðåç Lq(S1;Y ) ïîçíà÷àòèìåìî âiäïî-
âiäíèõ ïðîñòið Ëåáåãà-Áîõíåðà Y -çíà÷íèõ ôóíêöié u : S1 → Y çi ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ
(äèâ. [5, �8.2]). Äëÿ êîæíîãî u ∈ Lq(S1;Y ) âèçíà÷åíî òàêèé Y -çíà÷íèé iíòåãðàë Áîõíåðà:∫

S1

u(x) dµ1(x) ∈ Y.

Ó âèïàäêó S1 = [0, T ] äëÿ ñïðîùåííÿ ïèñàòèìåìî Lq(0, T ;Y ) çàìiñòü Lq([0, T ];Y ) i ò.ä.
Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi âiäîìi ôàêòè.

Òâåðäæåííÿ 1. (íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, [4, ñ. 92]). Íåõàé q ∈ [1,+∞], 1
q
+ 1

q′
= 1. Òîäi

ÿêùî f ∈ Lq(S1) òà g ∈ Lq′(S1), òî fg ∈ L1(S1) òà∫
S1

|f(x)g(x)| dµ1(x) ≤ ||f ;Lq(S1)|| · ||g;Lq′(S1)||. (7)

Íåõàé (S2,F2, µ2) � äåÿêèé iíøèé σ-ñêií÷åííèé âèìiðíèé ïðîñòið. Òîäi ìè ñòàíäàð-
òíèì ÷èíîì ìîæåìî âèçíà÷èòè âèìiðíèé ïðîñòið (S3,F3, µ3) äëÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó
ïðîñòîðiâ S3 = S1 × S2.

Òâåðäæåííÿ 2. (òåîðåìà Òîíåëëi, [4, ñ. 91]). ßêùî F (x, y) : S1 × S2 → R ¹ âèìiðíîþ
ôóíêöi¹þ,

∫
S2 |F (x, y)| dµ2(y) < ∞ ìàéæå äëÿ âñiõ (ì.ä.â.) x ∈ S1 òà âèêîíó¹òüñÿ

îöiíêà
∫
S1(

∫
S2 |F (x, y)| dµ2(y)) dµ1(x) < ∞, òî F ∈ L1(S1 × S2).

Òâåðäæåííÿ 3. (òåîðåìà Ôóáiíi, [4, c. 91]). Íåõàé F ∈ L1(S1 × S2). Òîäi
1) F (x, ·) ∈ L1(S2) ì.ä.â. x ∈ S1 òà

∫
S2 F (x, y) dµ2(y) ∈ L1(S1);

2) F (·, y) ∈ L1(S1) ì.ä.â. y ∈ S2 òà
∫
S1 F (x, y) dµ1(x) ∈ L1(S2);

3) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
S1

dµ1(x)

∫
S2

F (x, y) dµ2(y) =

∫
S2

dµ2(y)

∫
S1

F (x, y) dµ1(x) =

∫
S1×S2

F (x, y) dµ1(x)dµ2(y).
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Çàóâàæèìî, ùî ç òâåðäæåíü 2-3 äëÿ q ∈ [1,+∞) âèïëèâà¹ (äèâ. òåîðåìó 8.28 [5,
ñ. 218]) òàêà íèçêà ðiâíîñòåé:

Lq(S1 × S2) = Lq(S1;L
q(S2)) = Lq(S2;L

q(S1)). (8)

Áàíàõîâi ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Íåõàé (S,F ,P ) � iìîâiðíiñòíèé ïðîñòið.
Òðàäèöiéíî ïèñàòèìåìî P (dω) çàìiñòü dP (ω) ÷è dP ïðè âèâ÷åííi iíòåãðàëiâ ïî S.

Íàãàäà¹ìî, ùî F -âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ ξ : S → R íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè-
÷èíîþ, à íåâiä'¹ìíà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ qξ : R → R ¹ ùiëüíiñòþ ξ, ÿêùî

P (ξ ∈ B) =

∫
B

qξ(y) dy

äëÿ âñiõ áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí B ⊂ R. ßêùî f : R → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî
ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè f(ξ) áóäå âèðàç

E [f(ξ)] =

∫
S

f(ξ(ω)) P (dω) =

+∞∫
−∞

f(y)qξ(y) dy. (9)

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ñòàíäàðòíi âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.
1o. ßêùî ξ ≥ 0, òî E ξ ≥ 0.
2o. ßêùî α, β ∈ R, òî E [αξ + βη] = αE ξ + βE η.
3o. ßêùî ξ ≤ η, òî E ξ ≤ E η.
4o. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |E ξ| ≤ E |ξ|.
5o. ßêùî 0 < λ < µ, òî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ëÿïóíîâà (E [|ξ|λ])1/λ ≤ (E [|ξ|µ])1/µ.
6o. ßêùî 1 < p < +∞, 1

p
+ 1

p′
= 1, E [|ξ|p] < +∞, E [|η|p′ ] < +∞, òî E |ξη| < +∞ òà

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà

E |ξη| ≤ (E [|ξ|p])1/p · (E [|η|p′ ])1/p′ .
7o. ßêùî E [|ξ|p] < +∞, E [|η|p] < +∞, äå 1 ≤ p < +∞, òî E [|ξ + η|p] < +∞ òà

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî

(E [|ξ + η|p])1/p ≤ (E [|ξ|p])1/p + (E [|η|p])1/p.
8o. ßêùî ξ = 0 ì.í., òî E ξ = 0.
9o. ßêùî ξ ≥ 0, E ξ = 0, òî ξ = 0 ì.í.
Íåõàé q ∈ [1,+∞). Äàìî òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4. Âèïàäêîâèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lq íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí çi ñêií÷åííèì àáñîëþòíèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó q, òîáòî Lq ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ : S → R, äëÿ ÿêèõ E [|ξ|q] < +∞ (ïðè öüîìó òðàäèöiéíî ââàæà¹òüñÿ,
ùî ξ = η â ñåíñi ïðîñòîðó Lq, ÿêùî ξ = η ì.í.).

Çðîçóìiëî, ùî Lq = Lq(S). Ïðîòå äëÿ çðó÷íîñòi òà ùîá ïiäêðåñëèòè âèïàäêîâèé
õàðàêòåð åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Lq, ìè íàçèâà¹ìî öåé ïðîñòið �âèïàäêîâèì� òà ïèøåìî
Lq çàìiñòü Lq(S). Àíàëîãi÷íî ìè ïèñàòèìåìî Lq(S;Y ) çàìiñòü Lq(S;Y ) äëÿ âiäïîâiäíîãî
�âèïàäêîâîãî� ïðîñòîðó Ëåáåãà-Áîõíåðà iíòåãðîâíèõ Y -çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ç
îãëÿäó íà (9) òà 1o-9o, Lq ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî ñòàíäàðòíî¨ íîðìè

||u||Lq =
(
E
[
|ξ|q

])1/q

≡
(∫

S

|ξ(ω)|q P (dω)
)1/q

.
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Ó âèïàäêó q = 2 ïðîñòið L2 ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì òèïó (6), ÿêèé ìè
çàïèøåìî ó âèãëÿäi

(ξ, η)2 := E
[
ξη
]
.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî Lp ⊂ Lq äëÿ p ≥ q.

Îçíà÷åííÿ 5. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξk}k∈N çáiãà¹òüñÿ äî âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ξ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî ξ â ñåíñi ïðîñòîðó L2,
òîáòî ÿêùî ||ξk − ξ||L2 −→

k→∞
0. Ïðè öüîìó ïèñàòèìåìî

ξ = l.i.m.
k→∞

ξk (limit in mean).

Ëåìà 6. ßêùî ξ = l.i.m.
k→∞

ξk, òî E ξ = lim
k→∞

E ξk, òîáòî

E
[
l.i.m.
k→∞

ξk

]
= lim

k→∞
E [ξk]. (10)

Äîâåäåííÿ. Ç âëàñòèâîñòåé 2o, 4o òà íåðiâíîñòi Ëÿïóíîâà îäåðæèìî îöiíêó

|E ξm − E ξ| = |E [ξm − ξ]| ≤ E
[
|ξm − ξ|

]
≤

(
E
[
|ξm − ξ|2

])1/2

= ||ξm − ξ||L2 ,

ÿêà i äîâîäèòü (10). □

Åëåìåíòàðíà êëàñèôiêàöiÿ òà ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Íåõàé çíîâó
(S,F ,P ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, I � äåÿêà ìíîæèíà iíäåêñiâ.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíîìó iíäåêñó t ∈ I âiäïîâiäà¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà âèãëÿäó
η(t) : S → R. Ñóêóïíiñòü öèõ âåëè÷èí íàñïðàâäi ¹ ôóíêöi¹þ äâîõ çìiííèõ:

η = η(t, ω), t ∈ I, ω ∈ S.
Ïðè öüîìó t ÷àñòî iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ÷àñ.

Îçíà÷åííÿ 7. ßêùî I � çëi÷åíà ìíîæèíà (íàïðèêëàä, I � ïîñëiäîâíiñòü ÷è I = N), òî
ôóíêöiÿ η = η(t, ω) íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ. ßêùî I � iíòåðâàë ç R, òî
ôóíêöiÿ η = η(t, ω) íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì, à iíîäi � âèïàäêîâèì ïðîöåñîì
ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. ßêùî I ⊂ Rk, äå k ≥ 2, òî ôóíêöiÿ η = η(t, ω) íàçèâà¹òüñÿ
âèïàäêîâèì ïîëåì (äèâ., íàïðèêëàä, [6, ñ. 426-427]).

Çàðàç âèâ÷àòèìåìî ñàìå âèïàäêîâi ïðîöåñè (ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì). Îòîæ, íåõàé
äàëi I � çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà â R1, íàïðèêëàä, I = [0, T ], äå T > 0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî.
Íàãàäà¹ìî, ùî äâà ïðîöåñè η1 òà η2 íàçèâàþòüñÿ ñòîõàñòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè (äèâ.
[7]), ÿêùî P {ω ∈ S | η1(t, ω) = η2(t, ω)} = 1, òîáòî η1(t) = η2(t) ì.í. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]. Â
öüîìó âèïàäêó ïðîöåñ η2 íàçèâàþòü ìîäèôiêàöi¹þ η1 i íàâïàêè. Òðàäèöiéíî, ñòîõàñòè÷íî
åêâiâàëåíòíi ïðîöåñè ìè íå ðîçðiçíÿòèìåìî.

Îçíà÷åííÿ 8. Äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] âèïàäêîâà âåëè÷èíà η(t) ≡ η(t, ·), òîáòî ôóíêöiÿ
S ∋ ω 7→ η(t, ω) ∈ R1

íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì âèïàäêîâîãî ïðîöåñó â ìîìåíò ÷àñó t. Äëÿ êîæíîãî ω ∈ S ÷èñëîâà
ôóíêöiÿ η(ω) ≡ η(·, ω), òîáòî ôóíêöiÿ

[0, T ] ∋ t 7→ η(t, ω) ∈ R1

íàçèâà¹òüñÿ òðà¹êòîði¹þ, àáî ðåàëiçàöi¹þ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó η.
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Îçíà÷åííÿ 9. Ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ

W = W (t, ω) : [0, T ]× S → R1

íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì (äèâ. [1, ñ. 38]), ÿêùî:
1) W (0, ·) = 0 ì.í.;
2) äëÿ âñiõ t1, t2, . . . , tm òàêèõ, ùî 0 < t1 < t2 < . . . < tm íåçàëåæíèìè ¹ òàêi

âèïàäêîâi âåëè÷èíè:

W (t1), W (t2)−W (t1), . . . , W (tm)−W (tm−1);

3) äëÿ âñiõ t, s òàêèõ, ùî t ≥ s ≥ 0 âèïàäêîâà âåëè÷èíà W (t) −W (s) ìà¹ ðîçïîäië
N(0, t− s), òîáòî ¨¨ ùiëüíiñòü ìà¹ âèãëÿä

qs,t(x) =
1√

2π(t− s)
e−

|x|2
2(t−s) , x ∈ R1. (11)

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè, òîìó ñëîâî �ñòàíäàð-
òíèé� îïóñêàòèìåìî. Îòîæ, íåõàé äàëi W � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Äåÿêi âëàñòèâîñòi W
çiáðàíî ó íàñòóïíîìó çàóâàæåííi.

Çàóâàæåííÿ 10. 1) Ç (11), çîêðåìà, âèïëèâà¹ òàêå: äëÿ âñiõ ∀ t ≥ s ≥ 0 âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi E [W (t)−W (s)] = 0 òà E [(W (t)−W (s))2] = t− s.

2) Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 40]), ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

E [W (t)] = 0, t ∈ [0, T ], (12)

E [W (t)W (s)] = min{t, s}, t, s ∈ [0, T ]. (13)

3) Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 51-55]), ùî òðà¹êòîðiÿ W (ω, ·) : [0, T ] → R âi-
íåðiâñüêîãî ïðîöåñó ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ çà Ãåëüäåðîì ôóíêöi¹þ ç ïîêàçíèêîì γ,
äå γ ∈ (0, 1

2
) � äîâiëüíå ÷èñëî. Ïðîòå âîíà íiäå íå äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹

íåîáìåæåíó âàðiàöiþ íà êîæíîìó ïiäiíòåðâàëi ç [0, T ].

Íàñëiäêîì ïóíêòó 3 çàóâàæåííÿ 10 ¹, çîêðåìà, íåìîæëèâiñòü äàòè òðàäèöiéíå îçíà-
÷åííÿ ïîõiäíî¨ ÷è äèôåðåíöiàëó âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó W , ÿêi ìè ôîðìàëüíî âèêîðè-
ñòàëè ïðè çàïèñi (4)-(5). Êðiì òîãî, iíòåãðàëè òèïó (1) íå ìîæíà òðàêòóâàòè ó âèãëÿäi
iíòåãðàëiâ Ñòiëüòü¹ñà, áî öå òåæ íå ¹ êîðåêòíèì. Òàêîæ öå çóìîâëþ¹ ðîçìà¨òòÿ ñïîñîáiâ
ââåäåííÿ ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ i â ïåâíîìó ñåíñi ìîòèâó¹ íàøi äîñëiäæåííÿ.

Äàëi äàìî êëàñèôiêàöiþ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ η = η(t, ω), t ∈ [0, T ], ω ∈ S.

Îçíà÷åííÿ 11. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì â
ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó íà [0, T ], ÿêùî

∀ t0 ∈ [0, T ] : E
[
|η(t)− η(t0)|2

]
−→
t→t0

0.

Îçíà÷åííÿ 12. Íåõàé p ∈ [1,+∞). Âèïàäêîâèé ïðîöåñ η íàçèâà¹òüñÿ
� CLp-ïðîöåñîì, ÿêùî âií ¹ íåïåðåðâíîþ Lp-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, òîáòî η ∈ C([0, T ];Lp);
� Lp

p-ïðîöåñîì, ÿêùî η ∈ Lp(0, T ;Lp(S)) = Lp(S;Lp(0, T ));
� L-ïðîöåñîì, ÿêùî âií ¹ L1

1-ïðîöåñîì.

Çðîçóìiëî, òàêå: íåïåðåðâíèé â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ïðîöåñ ¹ CL2-ïðîöåñîì;
ÿêùî p ≥ q ≥ 1, òî

C([0, T ];Lp) ⊂ C([0, T ];Lq), Lp(0, T ;Lp) ⊂ Lq(0, T ;Lq), C([0, T ];Lp) ⊂ Lp(0, T ;Lp).
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Òîìó, íàïðèêëàä, CL1-ïðîöåñ ¹ L-ïðîöåñîì.

Ëåìà 13. Âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ¹ CL2-ïðîöåñîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t0 ∈ [0, T ], {tk}k∈N ⊂ [0, T ], tk −→
k→∞

t0. Âiçüìåìî äîâiëüíå k ∈ N.
Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî t0 < tk. Îñêiëüêè W � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ,
òî W (tk)−W (t0) ∈ N(0, tk − t0). Òîìó ùiëüíiñòþ öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ¹ ôóíêöiÿ

qt0,tk(x) =
1√

2π(tk − t0)
e
− x2

2(tk−t0) , x ∈ R.

Îòæå, ç ôîðìóëè (9) ìàòèìåìî, ùî

I ≡ E
[
|W (tk)−W (t0)|2

]
=

+∞∫
−∞

|x|2qt0,tk(x) dx =
1√

2π(tk − t0)

+∞∫
−∞

|x|2 e−
x2

2(tk−t0) dx.

Çðîáèâøè çàìiíó x⇝ y, äå x =
√
2(tk − t0)y (òîäi dx =

√
2(tk − t0) dy), ìàòèìåìî òàêå:

I =
1√

2π(tk − t0)

+∞∫
−∞

(√
2(tk − t0)

)2

|y|2 e−y2
√

2(tk − t0) dy =
2(tk − t0)√

π

+∞∫
−∞

|y|2 e−y2 dy.

Çiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè, îäåðæèìî, ùî

I = −(tk − t0)√
π

+∞∫
−∞

y d e−y2 =
(tk − t0)√

π

+∞∫
−∞

e−y2 dy = (tk − t0).

Òîìó ||W (tk) − W (t0)||L2 =
√

E [|W (tk)−W (t0)|2] =
√

|tk − t0| −→
k→∞

0. Îòæå, W ¹ íåïå-

ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â òî÷öi t0, ÿê ôóíêöiÿ ç [0, T ] â L2. □

Iíòåãðóâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Äëÿ âèïàäêîâèõ ïðî-
öåñiâ ξ ∈ C([0, T ];Lp) ÷è ξ ∈ L1(0, T ;Lp), äå p ∈ [1,+∞), ñòàíäàðòíèì ÷èíîì ìîæíà
âèçíà÷èòè iíòåãðàë Áîõíåðà

T∫
0

ξ(t) dt ∈ Lp.

Äîáðå âiäîìi òàêîæ i êëàñè÷íi âëàñòèâîñòi òàêîãî iíòåãðàëó. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi éîãî ñïå-
öiàëüíi âëàñòèâîñòi.

Ëåìà 14. (ïðî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ iíòåãðàëó âiä L-ïðîöåñó). ßêùî g ∈ L∞(0, T )
� äåòåðìiíîâàíà ôóíêöiÿ, η(t) � âèïàäêîâèé L-ïðîöåñ, òî

∀ t1, t2 ∈ [0, T ] : E
[ t2∫
t1

g(t)η(t) dt
]
=

t2∫
t1

g(t)E [η(t)] dt. (14)

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî gη ∈ L1(0, T ;L1) i òîìó iñíó¹ iíòåãðàë çëiâà â (14).
Îñêiëüêè η ∈ L1(0, T ;L1), òî E |η(t)| = ||η(t)||L1 ∈ L1(0, T ) i ç îöiíêè |E ξ| ≤ E |ξ|

(äèâ. âëàñòèâiñòü 4o ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ) ìàòèìåìî, ùî |E [η(t)]| ∈ L1(0, T ). Òîìó
E η(t) ∈ L1(0, T ) i òîäi gE η ∈ L1(0, T ), òîáòî iñíó¹ iíòåãðàë ñïðàâà â (14).
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Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè ðiâíiñòü çãàäóâàíèõ iíòåãðàëiâ. Âèêîðèñòà¹ìî äëÿ öüîãî òå-
îðåìó Ôóáiíi (òâåðäæåííÿ 3):

E
[ t2∫
t1

g(t)η(t) dt
]
=

∫
S

( t2∫
t1

g(t)η(t, ω) dt
)
P (dω) =

t2∫
t1

g(t)
(∫

S

η(t, ω) P (dω)
)
dt =

=

t2∫
t1

g(t)E [η(t)] dt. □

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè W ∈ C([0, T ];L2) ⊂ L2(0, T ;L2), òî äëÿ âñiõ h ∈ L2([0, T ])
êîðåêòíèì ¹ L2-çíà÷íèé iíòåãðàë Áîõíåðà

T∫
0

h(t)W (t) dt (15)

Iíòåãðàë òèïó (15) ¹ àíàëîãîì (1) ó âèïàäêó, êîëè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ çàëåæèòü
ëèøå âiä t. Íåõàé C1([0, T ]) � ïðîñòið äåòåðìiíîâàíèõ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ íà
[0, T ] ôóíêöié, g′ � ïîõiäíà ôóíêöi¨ g ∈ C1([0, T ]),

Ψ0 := {g ∈ C1([0, T ]) | g(0) = g(T ) = 0}. (16)

Ïðèïóñòèìî, ùî g � íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó, ñïî÷àòêó g ∈ Ψ0.

Îçíà÷åííÿ 15. Iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà âiä ãëàäêî¨ äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨
g ∈ Ψ0 ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó W íàçèâà¹òüñÿ òàêèé âèðàç:

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) := −
T∫

0

g′(t)W (t, ω) dt. (17)

Iíòåãðàë ñïðàâà â (17) � öå iíòåãðàë Áîõíåðà ôóíêöi¨ g′W ∈ C([0, T ];L2). Âií iñíó¹,
áî g′ ∈ C([0, T ]), à W ∈ C([0, T ];L2). Ïðîáëåìîþ äàíîãî îçíà÷åííÿ PWZ-iíòåãðàëà ¹ òå,
ùî ôóíêöiÿ g ïîâèííà çàíóëÿòèñÿ â òî÷êàõ t = 0 òà t = T . �¨ óñóâàþòü òàêèì ìåòîäîì.

Íåõàé g � íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, g ∈ L2(0, T ), íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {gm}m∈N
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

{gm}m∈N ⊂ Ψ0, gm −→
m→∞

g â ïðîñòîði L2(0, T ).

Âiäîìî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {gm}m∈N çàâæäè iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 16. Iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨
g ∈ L2(0, T ) ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó W íàçâåìî âèðàç

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) = l.i.m.
m→∞

(PWZ)

T∫
0

gm(t) dW (t, ω), (18)

òîáòî ãðàíèöþ â ïðîñòîði L2 ïîñëiäîâíîñòi iíòåãðàëiâ âiä ôóíêöié gm ∈ Ψ0.

Âëàñòèâîñòi PWZ-iíòåãðàëiâ (17)-(18) ðîçãëÿíóòî, çîêðåìà, â [1]. Ìè íàâåäåìî ëè-
øå äåÿêi ç íèõ ó ñëiäóþ÷îìó òâåðäæåííi.

20



Buhrii O., Buhrii N., Vlasov V. Stochastic integral

Òâåðäæåííÿ 17. (ïðî âëàñòèâîñòi PWZ-iíòåãðàëà, [1, ñ. 59]). Íåõàé W � âiíåðiâ-
ñüêèé ïðîöåñ, Òîäi ÿêùî g ∈ L2(0, T ), òî

E
[ T∫
0

g(t) dW (t, ω)
]
= 0, (19)

E
[( T∫

0

g(t) dW (t, ω)
)2]

=

T∫
0

|g(t)|2 dt. (20)

4. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Îñêiëüêè W ∈ C([0, T ];L2) (äèâ. ëåìó 13), òî W ∈ L2(0, T ;L2). Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ
W ¹ íåçàëåæíîþ âiä x ∈ Ω. Òîìó ç (8) âèïëèâà¹, ùî

W ∈ L2(Q0,T ;L2) = L2(Π0,T ).

Àíàëîãi÷íî, êîæíà ôóíêöiÿ g ∈ L2(Q0,T ) ¹ íåçàëåæíîþ âiä çìiííî¨ ω ∈ S, à òîìó
g ∈ L2(Π0,T ). Îòæå, âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1 òà (8), îäåðæèìî

gW ∈ L1(Π0,T ) = L1(Q0,T ;L1) (21)

òà (äèâ. (7)) ∫
Π0,T

|g(x, t)W (t, ω)| dxdtP (dω) ≤

≤
( ∫
Π0,T

|g(x, t)|2 dxdtP (dω)
)1/2( ∫

Π0,T

|W (t, ω)|2 dxdtP (dω)
)1/2

=

=
( ∫
Q0,T

|g(x, t)|2 dxdt ·
∫
S

P (dω)
)1/2(∫

Ω

dx ·
∫

Θ0,T

|W (t, ω)|2 dtP (dω)
)1/2

.

Òîäi (çàóâàæèìî, ùî
∫
S P (dω) = 1 òà

∫
Ω
dx = |Ω|) ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà∫

Π0,T

|g(x, t)W (t, ω)| dxdtP (dω) ≤
√
|Ω| · ||g;L2(Q0,T )|| · ||W ;L2(0, T ;L2)||,

äå |Ω| � ìiðà Ëåáåãà îáëàñòi Ω.
Òåïåð âèçíà÷èìî iíòåãðàë (1) äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ (òîáòî, íåâèïàäêîâèõ) ôóíêöié

h ∈ Φ0, äå (çà àíàëîãi¹þ ç (16))

Φ0 := {h ∈ C1(Q0,T ) | h|t=0 = h|t=T = 0}. (22)

Îçíà÷åííÿ 18. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâèì iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà (space-time
PWZ-integral) âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ Φ0 ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó
W íàçèâà¹òüñÿ òàêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà:

(ST-PWZ)

∫
Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω) := −
∫

Q0,T

ht(x, t)W (t, ω) dxdt. (23)
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Iíòåãðàë ñïðàâà â (23) � öå iíòåãðàë Áîõíåðà ôóíêöi¨ htW ∈ L1(Q0,T ;L1) (äèâ. (21)),
ht � ÷àñòèííà ïîõiäíà çà tôóíêöi¨ h ç ìíîæèíè C1(Q0,T ) âñiõ äåòåðìiíîâàíèõ íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíèõ íà Q0,T ôóíêöié. Çàìiñòü dW (t, ω) äàëi ïåðåâàæíî ïèñàòèìåìî dW , à
çìiííi iíòåãðóâàííÿ îïóñêàòèìåìî.

Çðîçóìiëî, ùî ââåäåíèé òàêèì ÷èíîì, (ST-PWZ)-iíòåãðàë ¹ ëiíiéíèì, òîáòî äëÿ âñiõ
÷èñåë α, β ∈ R òà ôóíêöié f, g ∈ Φ0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫

Q0,T

[αf(x, t) + βh(x, t)] dxdW = α

∫
Q0,T

f(x, t) dxdW + β

∫
Q0,T

h(x, t) dxdW. (24)

Íàâåäåìî àíàëîã âëàñòèâîñòåé (19)-(20).

Òåîðåìà 19. (ïðî âëàñòèâîñòi (ST-PWZ)-iíòåãðàëà). Íåõàé Φ0 âèçíà÷åíî â (22), W �
âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ç îçíà÷åííÿ 9. Òîäi ÿêùî h ∈ Φ0, òî

E
[ ∫
Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω)
]
= 0, (25)

E
[( ∫

Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω)
)2]

=

T∫
0

(∫
Ω

h(x, t) dx
)2

dt. (26)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî ÿê (14), äëÿ âñiõ η ∈ L1(0, T ;L1) äîâîäèìî ðiâíiñòü

E
[ ∫
Qt1,t2

h(x, t)η(t, ω) dxdt
]
=

∫
Qt1,t2

h(x, t)E [η(t, ω)] dxdt, (27)

äå Qt1,t2 = Ω× (t1, t2), (t1, t2) ⊂ (0, T ). Âðàõîâóþ÷è (23), (12) òà (27), ìàòèìåìî

E
[ ∫
Q0,T

h(x, t) dxdW
]
= E

[ ∫
Q0,T

−ht(x, t)W (t, ω) dxdt
]
=

∫
Q0,T

−ht(x, t)E
[
W (t, ω)

]
dxdt = 0,

ùî i äîâîäèòü (25).
Ïîçíà÷èìî ëiâó ÷àñòèíó (26) ÷åðåç I. Òàêîæ ïèñàòèìåìî, íàïðèêëàä, Ωx ÷è Qy,s

0,T

äëÿ ïiäêðåñëåííÿ çìiííèõ iíòåãðóâàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî (27) äâi÷i:

I = E
[ ∫
Qx,t

0,T

h(x, t) dxdW ·
∫

Qy,s
0,T

h(y, s) dW
]
= E

[ ∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)W (t, ω) dxdt×

×
∫

Qy,s
0,T

hs(y, s)W (s, ω) dyds
]
= E

[ ∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)
(
W (t, ω)

∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)W (s, ω) dyds
)
dxdt

]
=

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)E
[ ∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)W (t, ω)W (s, ω) dyds
]
dxdt =

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)E
[
W (t, ω)W (s, ω)

]
dydsdxdt.
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Ç (13) òà ðiâíîñòåé h|t=0 = h|t=T = 0 âèïëèâà¹, ùî

I =

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)min{t, s} dydsdxdt =

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[ t∫
0

hs(y, s)s ds+

+

T∫
t

hs(y, s)t ds
]
dydxdt =

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[
sh(y, s)|s=t

s=0 −
t∫

0

h(y, s) ds+ th(y, s)|s=T
s=t

]
dydt =

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[
th(y, t)− 0−

t∫
0

h(y, s) ds+ 0− th(y, t)
]
dydt =

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[
−

t∫
0

h(y, s) ds
]
dydt.

Çíîâó çiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè òà âèêîðèñòàâøè ðiâíîñòi h|t=0 = h|t=T = 0, îòðèìà¹ìî

I = h(x, t)
[
−

∫
Qy,s

0,t

h(y, s) dyds
]∣∣∣t=T

t=0
−

∫
Qx,t

0,T

h(x, t)
d

dt

[
−

∫
Qy,s

0,t

h(y, s) dyds
]
=

=

T∫
0

(∫
Ωx

h(x, t) dx
)
·
(∫
Ωy

h(y, t) dx
)
dt,

ùî i äîâîäèòü (26). □

Íàñëiäîê 20. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

E
[( ∫

Q0,T

h(x, t) dxdW
)2]

≤ |Ω|
∫

Q0,T

|h(x, t)|2 dxdt. (28)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (28) çðàçó âèïëèâà¹ ç (26) i íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà òèïó (7). □
Íåçðó÷íiñòþ îçíà÷åííÿ 18 çíîâó ¹ òå, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ h ïîâèííà çà-

íóëÿòèñÿ â òî÷êàõ t = 0 òà t = T . Ïîçáóäåìîñü öi¹¨ ïðîáëåìè. Íåõàé h ∈ L2(Q0,T ) �
íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {hm}m∈N çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

{hm}m∈N ⊂ Φ0, hm −→
m→∞

h â ïðîñòîði L2(Q0,T ). (29)

Çàçíà÷èìî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü {hm}m∈N iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 21. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâèì iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà (space-time
PWZ-integral) âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ L2(Q0,T ) ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó
ïðîöåñó W íàçâåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

(ST-PWZ)

∫
Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω) = l.i.m.
m→∞

(ST-PWZ)

∫
Q0,T

hm(x, t) dxdW (t, ω), (30)

òîáòî ãðàíèöþ â ïðîñòîði L2 ïîñëiäîâíîñòi iíòåãðàëiâ âiä ôóíêöié hm ∈ Φ0.

Ïîêàæåìî êîðåêòíiñòü öüîãî îçíà÷åííÿ.
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Ëåìà 22. Ãðàíèöÿ (30) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi ç (29).

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, îñêiëüêè {hm}m∈N � ôóíäàìåíòàëüíà â L2(Q0,T ), òî ç (24)
òà (28) ìàòèìåìî, ùî∣∣∣∣∣∣ ∫

Q0,T

hm dxdW −
∫

Q0,T

hk dxdW
∣∣∣∣∣∣2
L2

= E
[( ∫

Q0,T

hm dxdW −
∫

Q0,T

hk dxdW
)2]

=

= E
[( ∫

Q0,T

(hm − hk) dxdW
)2]

≤ |Ω|
∫

Q0,T

|hm − hk|2 dxdt −→
k,m→∞

0.

Îòæå, ãðàíèöÿ â (30) iñíó¹, áî L2 � áàíàõiâ ïðîñòið. Ïîêàæåìî, ùî âîíà íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi. Íåõàé {hm}m∈N, {fm}m∈N ⊂ Φ0, hm −→

m→∞
h, fm −→

m→∞
h â L2(Q0,T ),

Gm =

∫
Q0,T

hm dxdW, Fm =

∫
Q0,T

fm dxdW, m ∈ N,

I1 = l.i.m.
m→∞

Gm, I2 = l.i.m.
m→∞

Fm.

Òîäi
||I1 − I2||L2 ≤ ||I1 −Gm||L2 + ||Gm − Fm||L2 + ||Fm − I2||L2 . (31)

Ïåðøèé òà òðåòié âèðàç çïðàâà â (31) ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Îñêiëüêè

||Gm − Fm||L2 =
(
E
[( ∫

Q0,T

(hm − fm) dxdW
)2])1/2

≤
(
|Ω|

∫
Q0,T

|hm − fm|2 dxdt
)1/2

=

=
√
|Ω| ||hm − fm||L2(Q0,T ) ≤

√
|Ω| ||hm − h||L2(Q0,T ) +

√
|Ω| ||h− fm||L2(Q0,T ) −→

m→∞
0,

òî ç (31) ìàòèìåìî ðiâíiñòü ||I1 − I2||L2 = 0. Îòæå, I1 = I2 i îçíà÷åííÿ 21 êîðåêòíå. □

Òåîðåìà 23. Ôîðìóëè (24), (25), (26), (28) ïðàâèëüíi òàêîæ äëÿ h ∈ L2(Q0,T ).

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà (24) î÷åâèäíà. Äëÿ äîâåäåííÿ (25) ðîçãëÿíåìî g ∈ L2(Q0,T )
òà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {hm}m∈N, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (29). Ç (10) òà ôîðìóëè (25) äëÿ
ãëàäêèõ ôóíêöié îòðèìà¹ìî

E
[ ∫
Q0,T

h dxdW
]
= E

[
l.i.m.
m→∞

∫
Q0,T

hm dxdW
]
= lim

m→∞
E
[ ∫
Q0,T

hm dxdW
]
= lim

m→∞
0 = 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ (26) âèêîðèñòà¹ìî òàêó âëàñòèâiñòü íîðìè êîæíîãî áàíàõîâîãî ïðî-
ñòîðó X:

||xm − x||X −→
m→∞

0 =⇒ ||xm||X −→
m→∞

||x||X . (32)

Êðiì òîãî, âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó a2 − b2 = (a− b)(a+ b) òà îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
ç (29) â ïðîñòîði L2(Q0,T ), îòðèìà¹ìî òàêå:∣∣∣ T∫

0

(∫
Ω

hm(x, t) dx
)2

dt−
T∫

0

(∫
Ω

h(x, t) dx
)2

dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣ T∫
0

(∫
Ω

[hm(x, t)− h(x, t)] dx
)
·
(∫
Ω

[hm(x, t) + h(x, t)] dx
)
dt
∣∣∣ ≤
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≤
( T∫

0

∣∣∣∫
Ω

|hm(x, t)− h(x, t)| dx
∣∣∣2 dt)1/2( T∫

0

∣∣∣∫
Ω

|hm(x, t) + h(x, t)| dx
∣∣∣2 dt)1/2

≤

≤ C1

( T∫
0

∣∣∣∫
Ω

|hm(x, t)− h(x, t)| dx
∣∣∣2 dt)1/2

≤ C2

( ∫
Q0,T

|hm − h|2 dxdt
)1/2

−→
m→∞

0. (33)

Âèêîðèñòàâøè (32) ïðè X = L2, ç (33) îäåðæèìî, ùî

E
[( ∫

Q0,T

h dxdW
)2]

=
∣∣∣∣∣∣ ∫
Q0,T

h dxdW
∣∣∣∣∣∣2
L2

= lim
m→∞

∣∣∣∣∣∣ ∫
Q0,T

hm dxdW
∣∣∣∣∣∣2
L2

=

= lim
m→∞

E
[( ∫

Q0,T

hm dxdW
)2]

= lim
m→∞

T∫
0

(∫
Ω

hm(x, t) dx
)2

dt =

T∫
0

(∫
Ω

h(x, t) dx
)2

dt

i òîìó âèêîíó¹òüñÿ (26). Äîâåäåííÿ (28) ¹ åëåìåíòàðíèì. □

Âèñíîâêè. Â ñòàòòi ðîçãëÿíóòî îçíà÷åííÿ òà áàçîâi âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íîãî ií-
òåãðàëó âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ çà âèïàäêîâèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì. Ðîçãëÿíóòi
òâåðäæåííÿ áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ, çîêðåìà, íåëiíiéíèõ ñòîõà-
ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Àâòîðè çàÿâëÿþòü, ùî íå ìàþòü êîíôëiêòiâ iíòå-
ðåñiâ. Àâòîðè òàêîæ çàÿâëÿþòü ïðî ïîâíå äîòðèìàííÿ âñiõ ïðàâèë åòèêè æóðíàëüíèõ
äîñëiäæåíü.

Ïîäÿêè. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáî-
òè.
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On stochastic space-time Paley-Wiener-Zygmund integral

Oleh Buhrii, Nataliya Buhrii, Vitaliy Vlasov

Abstract. We consider one case of the stochastic integral of non-random function of
many variables with respect to the random Winer process. We give de�nition of this integral
and prove some it standard properties.
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