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Анотація. У даній статті розглядаються вагові простори Гарді в одиничному крузі. 

Розглянуто одноточкові та двоточкові експоненційні ваги. Отримано результати про 

зображення у цих просторах.  

Ключові слова: простір Гарді, одиничний круг, аналітичні функції, одноточкова вага, 

експоненційна вага, нерівність Коші–Буняковського, аналог формули Коші. 

 

 

 1. Вступ  

Простори Гарді займають важливе місце у комплексному та функціональному 

аналізі. Також теорія цих просторів активно використовується в економічних 

дослідженнях, квантовій механіці та інших галузях науки. Класичними областями, у яких 

вивчаються простори Гарді, є круг та півплощина. Природним узагальненням просторів 

Гарді є вагові простори. Степеневі ваги досліджувалися з початку другої половини 20-го 

століття. Переважно властивості цих просторів повторювали властивості класичних 

просторів. Б. В. Винницький та його учні досліджували [1, 6] вагові простори Гарді у 

півплощині з експоненційною вагою. Однак для застосувань, особливо в 

функціональному аналізі, зручніше працювати з просторами Гарді в крузі. Ми будемо 

розглядати випадок одиничного круга. Дослідження останніх років В. Росса, Дж 

Машрегі, А. Гарсії [2, 3, 5] та інших математиків відновили інтерес до властивостей 

просторів  Гарді.  Проте  багато  якісно  нових  результатів  Б.  В.  Винницького  та  його  

-  
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співробітників не мають аналогів для одиничного круга [4]. Цим питанням присвячено 

наше дослідження. 

2. Постановка проблеми 

Означення 1 [1, 3]. Нехай  𝐻𝑝(𝔻), 1 ≤ 𝑝 < +∞, простір Гарді в одиничному крузі, 

тобто простір аналітичних у крузі 𝔻 функцій 𝑓 для яких: 

‖𝑓‖𝑝 ≔  𝑠𝑢𝑝
𝑟𝜖(0;1)

{∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑑𝜑
2𝜋

0
} < +∞.  

Функції з цього простору мають майже скрізь на межі круга недотичні граничні 

значення і 𝑓𝜖 𝐿𝑝(𝜕𝔻). Простір 𝐻𝑝(𝔻) можна означити не тільки через інтегрування за 

концентричними колами, як в означенні 1, але і за іншими сім’ями кривих. 

Для означення аналогу цього простору розглянемо частину дуги кола із центром в 

точці 𝑖𝑏 , 𝑏 𝜖 (−∞; −1) ∪ (1; +∞) та радіусом  √1 + 𝑏2, складемо рівняння цього кола в 

прямокутних декартових координатах  

𝑥2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 1 + 𝑏2. 

Записавши його у полярній системі координат 

{
𝑥 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜑 

 отримаємо рівняння 

𝜌1 =
2𝑏 sin 𝜑+√4(𝑏2 sin2 𝜑+1)

2
= 𝑏 sin 𝜑 + √𝑏2 sin2 𝜑 + 1, 

𝜌2 =
2𝑏 sin 𝜑 − √4(𝑏2 sin2 𝜑 + 1)

2
= 𝑏 sin 𝜑 − √𝑏2 sin2 𝜑 + 1. 

Останній розв’язок є  стороннім, тому що є від’ємним. 

Отже, 𝜌(𝜑) = 𝑏 sin 𝜑 + √𝑏2 sin2 𝜑 + 1.  

Означення 2 [4]. Нехай 𝐻̂
𝑝 (𝔻, 𝛼), 1 < 𝑝 < +∞, 0 ≤ 𝛼 < 2𝜋,  простір таких 

аналітичних в одиничному крузі 𝔻 = {𝑧: |𝑧| < 1}  функцій, що 

||𝑓||: = 𝑠𝑢𝑝
𝑏<−1

 {∫ |𝑓(𝜌(𝜑)𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

|𝑑(𝜌(𝜑)𝑒𝑖𝜑)|, 𝜌(𝜑) = 𝑏 sin 𝜑 + √𝑏2 sin2 𝜑 + 1  
𝜋

0

}

1
𝑝

+ 𝑠𝑢𝑝
𝑏>1

{∫ |𝑓(𝜌(𝜑)𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

|𝑑(𝜌(𝜑)𝑒𝑖𝜑)|, 𝜌(𝜑) = 𝑏 sin 𝜑 + √𝑏2 sin2 𝜑 + 1 
0

−𝜋

}

1
𝑝

. 

Як випливає з результатів А. М. Седлецького та [1], означення 1 і 2 є 

еквівалентними. 

Надалі для спрощення записів ми будемо використовувати позначення 𝜌 замість 

𝜌(𝜑), якщо це не викликатиме непорозумінь. 
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Якщо 𝑏 < −1 

Рис.1  

  

Якщо  𝑏 > 1 

Рис.2 

Розглянемо ваговий простір Гарді для одноточкової ваги, що визначається 

інтегруванням по дугам кіл. 

Означення 3. Нехай 𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼), 1 < 𝑝 < +∞, 𝜎 ≥ 0, 0 ≤ 𝛼 < 2𝜋,  простір таких 

аналітичних в одиничному крузі 𝔻 = {𝑧: |𝑧| < 1}  функцій, що 

  

  ||𝑓||: = 𝑠𝑢𝑝
𝑏<−1

 {∫ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

{𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼)+𝜌2} |𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|, 𝜌 = 𝑏 sin 𝜑 +
𝜋

0

√𝑏2 sin2 𝜑 + 1  }

1

𝑝
+ +𝑠𝑢𝑝

𝑏>1
{∫ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

𝑝
{𝑒

−𝑝𝜎
2𝜌|sin(𝜑−𝛼)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼)+𝜌2} |𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|,
0

−𝜋
 𝜌 =

𝑏 sin 𝜑 + √𝑏2 sin2 𝜑 + 1}

1

𝑝
< +∞. 

Розглянемо також ваговий простір Гарді з двоточковою вагою в точках 𝑒𝑖𝛼1  та 𝑒𝑖𝛼2 .  

Означення 4. Нехай 𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼1, 𝛼2), 1 < 𝑝 < +∞, 𝜎 ≥ 0,  простір таких аналітичних   

в 𝔻 = {𝑧: |𝑧| < 1}  функцій, що  

 ||𝑓||: = 𝑠𝑢𝑝
𝑏<−1  

  {∫ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

{𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin (𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin (𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
} |𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|, 𝜌 =

𝜋

0

𝑏 sin 𝜑 +
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+√𝑏2 sin2 𝜑 + 1  }

1

𝑝

+𝑠𝑢𝑝
    𝑏>1

{∫ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

{𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin (𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin (𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
} |𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|,

0

−𝜋
 𝜌 =

𝑏 sin 𝜑 + +√𝑏2 sin2 𝜑 + 1}

1

𝑝

< +∞. 

Означення 5. Позначимо через 𝐿∞(0; +∞) множину всіх вимірних функцій, для 

яких  

𝑒𝑠𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥)|: 𝑥 ∈ (0; +∞)} < +∞. 

Означення 6.  Нехай  𝐻̂𝜎
∞(𝔻, 𝛼1, 𝛼2), 𝜎 ≥ 0, простір таких аналітичних в 

𝔻  функцій, що 

𝑒𝑠𝑠𝑢𝑝 {|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|𝑒
−𝜎(

2𝜌|sin (𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin (𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
: 𝜌𝑒𝑖𝜑 ∈ 𝔻} < +∞. 

Розглянемо також простір з двоточковою незрівноваженою вагою. 

Означення 7 [5]. Нехай  𝐻̂𝜎1,𝜎2

𝑝 (𝔻, 𝛼1, 𝛼2), 1 < 𝑝 < +∞, 𝜎 ≥ 0,  простір таких аналітичних  в 

𝔻 = {𝑧: |𝑧| < 1}  функцій, що ||𝑓|| ≔

 𝑠𝑢𝑝
𝑏<−1

  {∫ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

{𝑒
−𝑝(

2𝜌𝜎1|sin (𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌𝜎2|sin (𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
} |𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|, 𝜌 = 𝑏 sin 𝜑 +

𝜋

0

+√𝑏2 sin2 𝜑 + 1  }

1

𝑝

  +𝑠𝑢𝑝
𝑏>1

{∫ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

{𝑒
−𝑝(

2𝜌𝜎1|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌𝜎2|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
} |𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|,

0

−𝜋
  𝜌 =

    = sin 𝜑 + √𝑏2 sin2 𝜑 + 1}

1

𝑝

< +∞. 

 Всі вище наведені простори мають майже скрізь на межі недотичні граничні значення. 

 

3. Основні результати 

В цьому розділі дослідимо структуру вагових просторів Гарді. 

Лема 1. Якщо 𝑓1 ∈  𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼1) та 𝑓2 ∈  𝐻̂𝜎

𝑝(𝔻, 𝛼2),  де 𝑝 ≥ 1, 𝜎 > 0,  то  

𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 ∈  𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼1, 𝛼2). 

Доведення. За умовою леми нам дано, що  𝑓1 ∈  𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼1),  

 𝑓2 ∈  𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼2), 𝑓(𝑧) = 𝑓1(𝑧) + 𝑓2(𝑧) = 𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑) + 𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑).  

Розглянемо інтеграл по деякому спрямлюваному контуру 𝛾, що лежить в 𝔻  

∫ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin (𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin (𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

 

𝛾
=  ∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑) +

 

𝛾

+𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin (𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin (𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|                (1) 

Тоді отримаємо  
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(∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑) + 𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

∙
 
𝑒

−𝑝𝜎(
2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

 

𝛾

)

1
𝑝

≤

≤ (∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑)𝑒
−𝜎(

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
 

𝛾

+ 𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)𝑒
−𝜎(

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|

𝑝

|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|)

1
𝑝

 . 

Використаємо нерівність Мінковського у вигляді 

(∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
 

𝐿
)

1

𝑝 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
 

𝐿
)

1

𝑝 + (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
 

𝐿
)

1

𝑝                 (2) 

Тоді 

(∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

 

𝛾
)

1

𝑝

+

 + (∫ |𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

 

𝛾
)

1

𝑝

. 

Зауважимо, що виконується  нерівність 

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼𝑗)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼𝑗)+𝜌2
 

≤ 1 , 

для всіх   𝜌 > 0, 𝑟 ∈ [0; 2𝜋],  для кожного 𝑗 ∈ {1,2},   бо  

−𝑝𝜎
2𝜌|sin(𝜑 − 𝛼𝑗)|

1 − 2𝜌 cos(𝜑 − 𝛼𝑗) + 𝜌2
< 0. 

Отже, 

 (∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

 

𝛾

)

1
𝑝

≤ 

 ≤ (∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾
)

1

𝑝

.                                (3) 

Аналогічно для 𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑) отримаємо  

(∫ |𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

 

𝛾

)

1
𝑝

≤ 

 ≤ (∫ |𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾
)

1

𝑝

.                           (4) 

Отже, враховуючи нерівності (3) і (4) маємо 
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(∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑) + 𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎(

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2+
2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2)
|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|

 

𝛾

)

1
𝑝

≤

≤  (∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾

)

1
𝑝

+ (∫ |𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾

)

1
𝑝

. 

 

За означенням простору 𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼1) маємо 

(∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾
)

1

𝑝

< +∞. 

  Аналогічно  

(∫ |𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾

)

1
𝑝

< +∞. 

З цих нерівностей отримаємо  

(∫ |𝑓1(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼1)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼1)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾
)

1

𝑝

+ 

+ (∫ |𝑓2(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
𝑝

𝑒
−𝑝𝜎

2𝜌|sin(𝜑−𝛼2)|

1−2𝜌 cos(𝜑−𝛼2)+𝜌2|𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜑)|
 

𝛾

)

1
𝑝

< +∞. 

Тому  𝑓 ∈  𝐻̂𝜎
𝑝(𝔻, 𝛼1, 𝛼2). 

Лему доведено. 

Подібними міркуваннями можна довести і наступні твердження. 

Лема 3. Нехай 𝑓1 ∈  𝐻𝜎1
2 (𝔻, 𝛼1), 𝑓2 ∈ 𝐻𝜎2

2 (𝔻, 𝛼1), тоді 𝑓1 ∙ 𝑓2 ∈  𝐻𝜎1+𝜎2
1 (𝔻, 𝛼1).  

Лема 4. Нехай 𝑓1 ∈  𝐻𝜎1
2 (𝔻, 𝛼1), 𝑓2 ∈ 𝐻𝜎2

2 (𝔻, 𝛼2), 𝛼1 ≠ 𝛼2 тоді  

𝑓1 ∙ 𝑓2 ∈  𝐻𝜎1,𝜎2
1 (𝔻, 𝛼1, 𝛼2). 

 Питання про оборотність цих теорем є складним, як показують дослідження 

вагових просторів Гарді у півплощині. Шляхом до просування в цьому напрямі є 

наступна теорема. 

Теорема(аналог формули Коші). Якщо 𝑓 ∈ 𝐻𝜎
𝑝

(𝔻+; 0) то справедливе 

зображення 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃−𝑧
𝑒

2𝑖𝜎
𝑒𝑖𝜃−𝑧

(1−𝑒𝑖𝜃)(1−𝑧)𝑑𝜃
𝜋

0
+

1

2𝜋
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃−𝑧
𝑒

−2𝑖𝜎
𝑒𝑖𝜃−𝑧

(1−𝑒𝑖𝜃)(1−𝑧)𝑑𝜃
2𝜋

𝜋
+

+
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑢)

sin
2𝜎(𝑢−𝑧)

(1−𝑢)(1−𝑧)

𝑢−𝑧
𝑑𝑢,

1

−1
  для 𝑧 ∈ 𝔻\(−1; 1), 
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𝑓(𝑧) =
1

2𝜋
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃−𝑧
𝑒

2𝑖𝜎
𝑒𝑖𝜃−𝑧

(1−𝑒𝑖𝜃)(1−𝑧)𝑑𝜃
𝜋

0
+

1

2𝜋
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃−𝑧
𝑒

−2𝑖𝜎
𝑒𝑖𝜃−𝑧

(1−𝑒𝑖𝜃)(1−𝑧)𝑑𝜃 +
2𝜋

𝜋

+
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑢)

2𝜎

(1−𝑢)(1−𝑧)
𝑑𝑢,

1

−1
 для 𝑧 ∈ (−1; 1).  

Доведення. Якщо 𝑓 ∈ 𝐻𝜎
𝑝(𝔻+; 0). Тоді 𝑓(𝑧)𝑒

𝑖𝜎(𝑤+1)

1−𝑤 ∈ 𝐻𝑝(𝔻+). Застосуємо до цієї 

функції інтегральну  формулу Коші: 𝑓(𝑧) ∙ 𝑒
𝑖𝜎(𝑧+1)

1−𝑧 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧
∙ 𝑒

𝑖𝜎(𝑤+1)

1−𝑤 𝑑𝑤.
 

𝜕𝔻+
 

Поділивши обидві частини на 𝑒
𝑖𝜎(𝑧+1)

1−𝑧 , отримаємо 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧
∙ 𝑒

𝑖𝜎(
𝑤+1

1−𝑤
−

𝑧+1

1−𝑧
)
𝑑𝑤 = {

𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝔻+

0, 𝑧 ∈  ℂ\𝔻̅+

 

𝜕𝔻+
                        (11) 

Розглянемо 𝑓(𝑧)𝑒
−𝑖𝜎(𝑤+1)

1−𝑤 ∈ 𝐻𝑝(𝔻−). Застосуємо до цієї функції інтегральну 

формулу Коші 

𝑓(𝑧) ∙ 𝑒
−𝑖𝜎(𝑧+1)

1−𝑧 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑤)

𝑤 − 𝑧
∙ 𝑒

−𝑖𝜎(𝑤+1)
1−𝑤 𝑑𝑤.

 

𝜕𝔻−

 

Поділимо обидві частини останньої рівності на 𝑒
−𝑖𝜎(𝑧+1)

1−𝑧 , отримаємо 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧
∙ 𝑒−𝑖𝜎(

𝑤+1

1−𝑤
−

𝑧+1

1−𝑧
)𝑑𝑤 = {

𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝔻−

0, 𝑧 ∈  ℂ\𝔻̅−

 

𝜕𝔻−
                     (12) 

Додамо формули (11) і (12) отримаємо: 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧
∙ 𝑒𝑖𝜎(

𝑤+1

1−𝑤
−

𝑧+1

1−𝑧
)𝑑𝑤

 

𝜕𝔻+
+

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧
∙ 𝑒−𝑖𝜎(

𝑤+1

1−𝑤
−

𝑧+1

1−𝑧
)𝑑𝑤, 𝑧 ∈ 𝔻+ ∪ 𝔻− 

 

𝜕𝔻−
. 

Якщо 𝑤 належить одиничному колу комплексної площини, позначимо 𝑤 = 𝑒𝑖𝜃 , 
якщо 𝑤 − дійсне число, то 𝑤 = 𝑢. 

Введемо такі позначення  

𝐼1 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)

𝑒𝑖𝜃−𝑧
∙ 𝑒

𝑖𝜎(
𝑒𝑖𝜃+1

1−𝑒𝑖𝜃
−

𝑧+1

1−𝑧
)
𝑑𝑒𝑖𝜃𝜋

0
                                           (13) 

 𝐼2 =  
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)

𝑒𝑖𝜃 − 𝑧
∙ 𝑒

−𝑖𝜎(
𝑒𝑖𝜃+1

1−𝑒𝑖𝜃
−

𝑧+1
1−𝑧)

𝑑𝑒𝑖𝜃                            (14) 
2𝜋

𝜋

 

Підставивши  (13) і (14) в (12), отримаємо 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)

𝑒𝑖𝜃−𝑧
∙ 𝑒

𝑖𝜎(
𝑒𝑖𝜃+1

1−𝑒𝑖𝜃
−

𝑧+1

1−𝑧
)
𝑑𝑒𝑖𝜃𝜋

0
+

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑢)

𝑢−𝑧
∙ 𝑒𝑖𝜎(

𝑢+1

1−𝑢
−

𝑧+1

1−𝑧
)1

−1
𝑑𝑢 +

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑒𝑖𝜃)

𝑒𝑖𝜃−𝑧
∙ 𝑒

−𝑖𝜎(
𝑒𝑖𝜃+1

1−𝑒𝑖𝜃
−

𝑧+1

1−𝑧
)
𝑑𝑒𝑖𝜃 +

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑢)

𝑢−𝑧
∙ 𝑒−𝑖𝜎(

𝑢+1

1−𝑢
−

𝑧+1

1−𝑧
)−1

1
𝑑𝑢 

2𝜋

𝜋
== 𝐼1 + 𝐼2 +

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑢)

𝑢−𝑧
∙ 𝑒𝑖𝜎(

𝑢+1

1−𝑢
−

𝑧+1

1−𝑧
)1

−1
𝑑𝑢 −

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑢)

𝑢−𝑧
∙ 𝑒−𝑖𝜎(

𝑢+1

1−𝑢
−

𝑧+1

1−𝑧
)1

−1
𝑑𝑢 = 𝐼1 + 𝐼2 +

+
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑢)

𝑢−𝑧
(𝑒𝑖𝜎(

𝑢+1

1−𝑢
−

𝑧+1

1−𝑧
) − 𝑒−𝑖𝜎(

𝑢+1

1−𝑢
−

𝑧+1

1−𝑧
)) 𝑑𝑢 =

1

−1
 𝐼1 + 𝐼2 +

+
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝑢)

𝑒

2𝑖𝜎(𝑢−𝑧)
(1−𝑢)(1−𝑧)−𝑒

−2𝑖𝜎(𝑢−𝑧)
(1−𝑢)(1−𝑧)

𝑢−𝑧

1

−1
𝑑𝑢 − голоморфна в 𝔻. 

Спростивши вираз в показнику експоненти, отримаємо 
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𝑢 + 1

1 − 𝑢
−

𝑧 + 1

1 − 𝑧
=

2(𝑢 − 𝑧)

(1 − 𝑢)(1 − 𝑧)
. 

Отже, теорему доведено. 

Висновок. Ми ввели низку вагових просторів Гарді в одиничному крузі, описали 

співвідношення між ними. Отримали зображення функцій із одного вагового простору 

Гарді у вигляді аналогу інтегральної теореми Коші, яка може бути основою для 

наступних досліджень цих просторів та їх застосувань. 

Конфлікт інтересів і етика. Автори заявляють, що не має конфліктів інтересів у 

даній роботі. Автори заявляють, що дослідження виконано з дотриманням правил етики 

журнальних досліджень. 
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