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Àíîòàöiÿ. Â ñòàòòi ðîçãëÿíóòî íåëiíiéíó ïàðàáîëi÷íó ñèñòåìó äðóãîãî ïîðÿäêó çi
çìiííèì ïîêàçíèêîì íåëiíiéíîñòi, iíòåãðàëüíèì äîäàíêîì òà áiëèì øóìîì. Äîâåäåíî
iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòîõàñòè÷íå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, çìiííèé ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi,
áiëèé øóì, óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê.

1. Âñòóï

Ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ìîäåëþþòü áàãàòî ïðîöåñiâ îòî÷óþ÷î¨ äiéñíî-
ñòi. Íàïðèêëàä, äîñëiäæåííÿ ïðîöåñó äèôóçi¨ ÷è ïîøèðåííÿ òåïëà âiäiãðàþòü âàæëèâó
ðîëü â ìåäèöèíi, ïðèëàäîáóäóâàííi, åíåðãåòèöi òîùî. Ïðîöåñè òåïëîïðîâiäíîñòi ïåðåâà-
æíî îïèñóþòüñÿ íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ÷è ñèñòåìàìè òàêèõ ðiâíÿíü.
Îñòàííiì ÷àñîì àêòèâíî ðîçâèâàþòüñÿ äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ç íåëiíiéíèìè äîäàíêàìè
ñòåïåíåâîãî õàðàêòåðó, ïîêàçíèê ñòåïåíÿ ÿêèõ (ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi) ¹ ôóíêöi¹þ ïðî-
ñòîðîâèõ òà ÷àñîâî¨ çìiííèõ, òîáòî ¹ çìiííèì. Âiëüíèé ÷ëåí ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïå-
ðåâàæíî âiäïîâiäà¹ çà âíóòðiøíi äæåðåëà ÷è ñòîêè òåïëà, õàðàêòåðíi äëÿ äàíîãî ÿâèùà.
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×àñòî òàêi ïàðàìåòðè ïðîöåñó ¹ íåïåðåäáà÷óâàíèìè. Ñòîõàñòè÷íi åôåêòè òåïëîïðîâiä-
íîñòi ìîæóòü âèíèêàòè ÷åðåç íåîäíîðiäíiñòü ìàòåðiàëiâ, ùî ñïðè÷èíÿ¹ íåìîæëèâiñòü
÷iòêî âèçíà÷èòè ¨õ òåïëîâi õàðàêòåðèñòèêè. Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè âèïàäêîâèé õàðàêòåð çìiíè òåìïåðàòóðè äîñëiäæóâàíîãî îá'¹êòà ÷è ÿâèùà
ìîæíà ñïðîáóâàòè âðàõóâàòè, ââiâøè ó âiëüíèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ äîäàíîê òèïó áiëîãî øó-
ìó. Îòðèìàíi ñòîõàñòè÷íi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (ÑÐ×Ï) ñëiä äîñëiäæóâàòè
ìåòîäàìè êëàñè÷íîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ùî ìè i
ðîáèòèìåìî â öié ïðàöi.

Íåõàé N, n ∈ N òà T > 0 � ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω ⊂ Rn ¹ îáìåæåíîþ îáëàñòþ ç
ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω. Íåõàé (S,F ,P ) � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, çîêðåìà, S � ïðîñòið
åëåìåíòàðíèõ ïîäié, F � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí ìíîæèíè S òà P : F → R � iìîâiðíiñíà
ìiðà. Ââåäåìî òàêîæ òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Q0,T := Ω× (0, T ), Σ0,T := ∂Ω× (0, T ),

Π0,T := Ω× (0, T )× S, Θ0,T := (0, T )× S,
Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ÑÐ×Ï çi çìiííèì ïîêàçíèêîì íåëiíiéíîñòi òà

iíòåãðàëüíèì äîäàíêîì, çáóðåíó âèïàäêîâèì äîäàíêîì òèïó áiëîãî øóìó. Øóêàòèìåìî
âåêòîð-ôóíêöiþ u = (u1, . . . , uN) : Π0,T → RN òàêó, ùî

ut −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)uxi

)
xj

+G(x, t)|u|q(x,t)−2u+

+

∫
Ω

Z(x, y, t)u(y, t) dy = F (x, t, ω) + bt(x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (1)

u(x, t, ω) = 0, x ∈ ∂Ω, (t, ω) ∈ Θ0,T , (2)

u(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S. (3)

Òóò Aij, G, Z � äåÿêi ìàòðèöi, q = q(x, t) � çìiííèé ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi ñèñòåìè, F , bt
òà u0 � äåÿêi âåêòîðè, çîêðåìà, bt � âåêòîð òèïó áiëîãî øóìó. Äàëi ïîêàæåìî, ùî ìiøàíà
çàäà÷à (1)-(3) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê. Âiäïîâiäíå (1) ìîäåëüíå ðiâíÿííÿ áåç
iíòåãðàëüíîãî äîäàíêà ðîçãëÿíóòî ó ïîïåðåäíié ïðàöi ïåðøîãî àâòîðà [1], äå òàêîæ ¹
ñòèñëèé ïåðåëiê ëiòåðàòóðè ïî öié òåìàòèöi. Ó [2]-[3], çîêðåìà, äåòàëiçîâàíî ïîíÿòòÿ
áiëîãî øóìó òà ðîçãëÿíóòî äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè
íåëiíiéíîñòi òà áåç áiëîãî øóìó äîñëiäæåíî, íàïðèêëàä, ó [4]-[7].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i i îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ïåðø çà âñå ââåäåìî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé m, s ∈ N, p ∈ [1,∞], B � áàíàõiâ
ïðîñòið, || · ||B ≡ || · ;B|| � éîãî íîðìà, B∗ � ñïðÿæåíèé äî B ïðîñòið, ⟨·, ·⟩B � ñêàëÿðíèé
äîáóòîê ìiæ B∗ òà B, BN := B × . . . × B � äåêàðòîâèé ñòåïiíü B, ||z;BN || := ||z1||B +
...+ ||zN ||B, z = col(z1, ..., zN) ∈ BN , (·, ·)H � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði H, | · |H :=
√

(·, ·)H.
Êîðèñòóâàòèñÿ òàêèìè ñòàíäàðòíèìè ïîçíà÷åííÿìè ôóíêöiéíèõ ïðîñòîðiâ: C(Ω),

Cm(Ω), C∞
0 (Ω) � ïðîñòîðè ãëàäêèõ ôóíêöié, D(Ω) � ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié, Lp(Ω)

� ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà, Wm,p(Ω) òà Wm,p
0 (Ω) � ñòàíäàðòíi ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà,

Hm(Ω) := Wm,2(Ω), Hm
0 (Ω) := Wm,2

0 (Ω), C(Ω;B) òà Cm(Ω;B) � ïðîñòîðè B-çíà÷íèõ
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ãëàäêèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà Ω, Lp(Ω;B) � ïðîñòîðè Ëåáåãà-Áîõíåðà B-çíà÷íèõ ií-
òåãðîâíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà Ω. Íåõàé p = p(x) � äåÿêà ôóíêöiÿ, Lp(x)(Ω) � óçà-
ãàëüíåíèé ïðîñòið Ëåáåãà ôóíêöié, iíòåãðîâíèõ çi ñòåïåíåì p(x) íà Ω (äèâ. [3, ñ. 84-85]
äëÿ äåòàëiçàöi¨). Àíàëîãi÷íi ïîçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ ïðîñòîðiâ ôóíêöié,
ÿêi âèçíà÷åíî íà (0, T ) ÷è Q0,T òîùî.

Íåõàé Lp(S) � âèïàäêîâèé ïðîñòið Ëåáåãà, òîáòî ïðîñòið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çi
ñêií÷åííèì àáñîëþòíèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó p (äèâ. [2, ñ.16-17] äëÿ äåòàëiçàöi¨), Lp(S;B)
� âiäïîâiäíèé ïðîñòið B-çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, Lr(t)(Θ0,T ) � óçàãàëüíåíèé âèïàä-
êîâèé ïðîñòið Ëåáåãà, äå r = r(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ (äèâ. [3, ñ. 87]). Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èìî
ïðîñòið Lq(x,t)(Π0,T ) âèìiðíèõ ôóíêöié u : Π0,T → R òàêèõ, ùî

ρq(u,Π0,T ) :=

∫
Π0,T

|u(x, t, ω)|q(x,t) dxdtP (dω) < ∞,

äå q ∈ L∞(Q0,T ), q
0 := ess sup

(x,t)∈Q0,T

q(x, t), q0 := ess inf
(x,t)∈Q0,T

q(x, t) òà q0 > 1. Ðîçãëÿäàòèìåìî öåé

ïðîñòið ç íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

||u;Lq(x,t)(Π0,T )|| := inf{λ > 0 | ρq(u/λ; Π0,T ) ≤ 1}. (4)

Íåõàé (äèâ. [4] äëÿ äåòàëåé)

P log(Q0,T ) := {q ∈ L∞(Q0,T ) | q � ãëîáàëüíî log-íåïåðåðâíà

çà Ãåëüäåðîì ôóíêöiÿ, q0 ≥ 1}. (5)

Ââåäåìî òàêîæ òàêi ïîçíà÷åííÿ:

H := [L2(Ω)]N , Vs := [Hs
0(Ω)]

N , (6)

V (t) := V1 ∩ [Lq(x,t)(Ω)]N , t ∈ [0, T ], (7)

U(Q0,T ) := L2(0, T ;V1) ∩ [Lq(x,t)(Q0,T )]
N , (8)

W (Q0,T ) := {u ∈ U(Q0,T ) | ut ∈ [U(Q0,T )]
∗}, (9)

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:
(A1): Aij � êâàäðàòíi ìàòðèöi N -ãî ïîðÿäêó ç åëåìàíòàìè ç L∞(Q0,T );

Aij = Aji (i, j = 1, n); ìàéæå äëÿ âñiõ (ì.ä.â.) (x, t) ∈ Q0,T òà
äëÿ âñiõ (ä.â.) ξ1, . . . , ξn ∈ RN âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

a0

n∑
i=1

|ξi|2 ≤
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)ξ

i, ξj
)
RN

≤ a0
n∑

i=1

|ξi|2 (0 < a0 ≤ a0 < +∞);

(Q1): q ∈ P log(Q0,T ), q0 ≥ 2;
(G1): G � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ N -ãî ïîðÿäêó, G = diag(g1, . . . , gN),

gl ∈ L∞(Q0,T ) òà 0 < g0 ≤ gl(x, t) ≤ g0 < +∞ ì.ä.â. (x, t) ∈ Q0,T , l = 1, N ;
(F1): F ∈ L2(S;L2(0, T ;H));
(U1): u0 ∈ L2(S;H);
(W1): W � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ (äèâ. [1, ñ. 109]), b0 ∈ [C∞

0 (Ω)]N ,

b(x, t, ω) = b0(x)W (t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T . (10)
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Íåõàé bt � áiëèé øóì, òîáòî ïîõiäíà â ñåíñi ðîçïîäiëiâ âiä ôóíêöi¨ b ç óìîâè (W1).
Ùîá ââåñòè ïîíÿòòÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(3) çðîáèìî â íié çàìiíó íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨
u ↭ ũ çà ïðàâèëîì

u(x, t, ω) = ũ(x, t, ω) + b(x, t, ω). (11)

Îñêiëüêè b|x∈∂Ω = 0 òà b|t=0 = 0, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨
ũ = (ũ1, . . . , ũN) : Π0,T → RN îòðèìà¹ìî òàêó çàäà÷ó:

ũt −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)

(
ũ+ b(x, t, ω)

)
xi

)
xj

+G(x, t)
∣∣∣ũ+ b(x, t, ω)

∣∣∣q(x,t)−2(
ũ+ b(x, t, ω)

)
+

+

∫
Ω

Z(x, y, t)
(
ũ+ b(y, t, ω)

)
dy = F (x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (12)

ũ(x, t, ω) = 0, x ∈ ∂Ω, (t, ω) ∈ Θ0,T , (13)

ũ(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S. (14)

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè A(t) : V1 → V ∗
1 , A : L2(0, T ;V1) → L2(0, T ;V ∗

1 ),
N(t) : [Lq(x,t)(Ω)]N → [Lq′(x,t)(Ω)]N (òóò q′ = q

q−1
), N : [Lq(x,t)(Q0,T )]

N → [Lq′(x,t)(Q0,T )]
N ,

E(t) : [L2(Ω)]N → [L2(Ω)]N òà E : [L2(Q0,T )]
N → [L2(Q0,T )]

N çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

⟨A(t)z, w⟩V1 :=

∫
Ω

n∑
i,j=1

(
Aij(x, t)zxi

(x), wxj
(x)

)
RN

dx, t ∈ (0, T ), z, w ∈ V1; (15)

⟨Au, v⟩L2(0,T ;V1) :=

T∫
0

⟨A(t)u(t), v(t)⟩V1 dt, u, v ∈ L2(0, T ;V1); (16)

(N(t)s)(x) := G(x, t)|s(x)|q(x,t)−2s(x), (x, t) ∈ Q0,T , s ∈ [Lq(x,t)(Ω)]N ; (17)

(Nr)(x, t) := G(x, t)|r(x, t)|q(x,t)−2r(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , r ∈ [Lq(x,t)(Q0,T )]
N ; (18)

(E(t)h)(x) :=

∫
Ω

Z(x, t, y)h(y) dy, (x, t) ∈ Q0,T , h ∈ [L2(Ω)]N ; (19)

(Ep)(x, t) :=
(
E(t)p(t)

)
(x) =

∫
Ω

Z(x, t, y)p(y, t) dy, (x, t) ∈ Q0,T , p ∈ [L2(Q0,T )]
N . (20)

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ

(z, v)Ω :=


∫
Ω

(z(x), v(x))RN dx, z = col(u1, . . . , uN) : Ω → RN ,

v = col(v1, . . . , vN) : Ω → RN ,∫
Ω

z(x)v(x) dx, z, v : Ω → R.
(21)

Íàñàìêiíåöü ââåäåìî îïåðàòîðè S(t) : V (t) → V ∗(t) òà S : U(Q0,T ) → [U(Q0,T )]
∗ òàê:

⟨S(t)z, w⟩V (t) := ⟨A(t)z, w⟩V1 + (N(t)z, w)Ω + (E(t)z, w)Ω, z, w ∈ V (t), t ∈ (0, T ); (22)
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⟨Su, v⟩U(Q0,T ) := ⟨Au, v⟩L2(0,T ;V1) +

∫
Q0,T

[
(Nu)(x, t) + (Eu)(x, t)

]
v(x, t) dxdt, (23)

u, v ∈ U(Q0,T ). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

s ∈ N, s ≥ n
(1
2
− 1

q0

)
, h = min

{
2,

q0

q0 − 1

}
. (24)

Çàçíà÷èìî, ùî ç (24) âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið Vs ç ïîçíà÷åííÿ (6) çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ:

Vs ⟲ (V1 ∩ [Lq0(Ω)]N) ⟲ V (t), t ∈ [0, T ].

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ ũ íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (12)-(14), ÿêùî
1) ũ ∈ W (Q0,T ) ìàéæå íàïåâíî (ì.í.);
2) ì.í. ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü∫

Q0,T

[
−
(
ũ, zt

)
RN

+
n∑

i,j=1

(
Aij(ũxi

+ bxi
), zxj

)
RN

+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), z

)
RN

+

+
(∫
Ω

Z(x, y, t)
(
ũ+ b

)
dy, z

)
RN

]
dxdt =

∫
Q0,T

(F, z)RN dxdt (25)

äëÿ âñiõ ïðîáíèõ ôóíêöié z ∈ U(Q0,T ), òîáòî, â ñåíñi ïðîñòîðiâ [U(Q0,T )]
∗

òà [D∗(Q0,T )]
N ì.í. âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ũt + S(ũ+ b) = F ; (26)

3) ũ ì.í. çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (14) â ñåíñi ïðîñòîðó C([0, T ];H).

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiÿ u íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3), ÿêùî u
ìà¹ âèãëÿä (11) òà ôóíêöiÿ ũ ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì (12)-(14) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ñòàòòi ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1)-(W1), ñòàëà s âçÿòà ç óìîâè (24),
∂Ω ⊂ C2s. Òîäi çàäà÷à (1)-(3) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê u. Êðiì òîãî,

u ∈ L2

(
S; C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V1)

)
∩ Lq(x,t)(Π0,T ).

3. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ñïåðøó ðîçãëÿíåìî ñõîæó äî (12)-(14) çàäà÷ó

ũt −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)

(
ũ+ b(x, t)

)
xi

)
xj

+G(x, t)
∣∣∣ũ+ b(x, t)

∣∣∣q(x,t)−2(
ũ+ b(x, t)

)
+

+

∫
Ω

Z(x, y, t)
(
ũ+ b(y, t)

)
dy = F (x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (27)

ũ|Σ0,T
= 0, (28)

ũ(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (29)

äå ôóíêöi¨ F, b, u0 íå çàëåæàòü âiä âèïàäêîâîãî ïàðàìåòðà ω (òîìó êàçàòèìåìî, ùî öå
äåòåðìiíîâàíà çàäà÷à). Ïðèïóñòèìî, ùî çàìiñòü (F1)-(W1) òåïåð âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(F2): F ∈ L2(0, T ;H);
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(U2): u0 ∈ H;
(W2): b ∈ U(Q0,T ).

Îçíà÷åííÿ 4. Ôóíêöiÿ ũ íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì äåòåðìiíîâàíî¨ çàäà÷i
(27)-(29) (êîðîòêî çàïèñóâàòèìåìî öåé ôàêò òàê: ũ ∈ SP (u0, F, b)), ÿêùî

1) ũ ∈ W (Q0,T );
2) ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü∫

Q0,T

[
−
(
ũ, zt

)
RN

+
n∑

i,j=1

(
Aij(ũxi

+ bxi
), zxj

)
RN

+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), z

)
RN

+

+
(∫
Ω

Z(x, y, t)(ũ+ b) dy, z
)
RN

]
dxdt =

∫
Q0,T

(F, z)RN dxdt (30)

äëÿ âñiõ ïðîáíèõ ôóíêöié z ∈ U(Q0,T ), òîáòî, â ñåíñi ïðîñòîðiâ [U(Q0,T )]
∗

òà [D∗(Q0,T )]
N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ũt + S(ũ+ b) = F ; (31)

3) ũ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (29) â ñåíñi ïðîñòîðó C([0, T ];H).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó ïðàöi [1] äîâîäèìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1)-(G1), (F2)-(W2), ñòàëà s âçÿòà ç óìîâè
(24), ∂Ω ⊂ C2s. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ũ äåòåðìiíîâàíî¨ çàäà÷i (27)-(29).

Çà óìîâ òåîðåìè 5 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (27)-(29) íåïåðåðâíî çàëå-
æèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ u0, F, b, òîáòî, ÿêùî äëÿ âñiõ u0 ∈ H, F ∈ L2(0, T ;H), b ∈ U(Q0,T )
i âñiõ ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié uδ

0 ∈ H, F δ ∈ L2(0, T ;H),
bδ ∈ U(Q0,T ) òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü îöiíêè

||uδ
0 − u0;H|| < δ, ||F δ − F ;L2(0, T ;H)|| < δ, (32)

||bδ − b;U(Q0,T )|| < δ, (33)

âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ũ ∈ SP (u0, F, b) òà ũδ ∈ SP (uδ
0, F

δ, bδ) çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó

||uδ − u;C([0, T ];H)||+ ||uδ − u;U(Q0,T )|| < ε. (34)

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó îïóñòèìî.
Òåïåð ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ (27)-(29) çàäà÷i ç

âèïàäêîâèì ïàðàìåòðîì, òîáòî çàäà÷i (12)-(14).

Òåîðåìà 6. ßêùî F ∈ L2(S;L2(0, T ;H)), b ∈ L2(S;L2(0, T ;V1)) ∩ Lq(x,t)(Π0,T ) òà
u0 ∈ L2(S;H), òî çàäà÷à (12)-(14) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ũ. Êðiì òîãî,

ũ ∈ L2(S;C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V1)), (35)

ũ ∈ Lq(x,t)(Π0,T ). (36)

Äîâåäåííÿ. Êðîê 1. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ω ∈ S çàäà÷à (12)-(14) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1 ÿê ðîçâ'ÿçîê äåòåðìiíîâàíî¨ çàäà÷i (27)-(29) ç âèïàäêîâèì ïàðàìå-
òðîì ω ∈ S. Íåõàé

R : H × L2(0, T ;H)× U(Q0,T ) → C([0, T ];H) ∩ U(Q0,T )
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� òàêå âiäîáðàæåííÿ, ùî

R{u0, F, b} = ũ, (37)

äå ũ � ðîçâ'ÿçîê äåòåðìiíîâàíî¨ çàäà÷i (27)-(29). Ç íàâåäåíèõ íàìè ìiðêóâàíü ñëiäó¹, ùî
ôóíêöiÿ R âèçíà÷åíà êîðåêòíî i ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ââåäåìî ôóíêöiþ âèïàäêîâîãî àðãóìåíòó

ϕ : S → H × L2(0, T ;H)× U(Q0,T )

çà ïðàâèëîì

ϕ(ω) := {u0(·, ω), F (·, ·, ω), b(·, ·, ω)}, ω ∈ S. (38)

Âèêîðèñòà¹ìî (37) òà (38) äëÿ îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ψ : S → C([0, T ];H)∩U(Q0,T ) çà òàêèì
ïðàâèëîì:

Ψ(ω) := R ◦ ϕ(ω) = R(ϕ(ω)), ω ∈ S. (39)

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ω ∈ S çíà÷åííÿ Ψ(ω) äîðiâíþ¹ ũ(·, ·, ω), äå ũ � ðîçâ'ÿçîê äåòåðìiíî-
âàíî¨ çàäà÷i (27)-(29) ç ôiêñîâàíèì âèïàäêîâèì ïàðàìåòðîì ω.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ϕ ç (38) ¹ âèìiðíîþ, à R ¹ íåïåðåðâíîþ, òî ôóíêöiÿ Ψ ç (39) ¹
âèìiðíîþ. Îòæå, ũ áóäå C([0, T ];H) ∩ U(Q0,T )-çíà÷íîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.

Êðiì òîãî, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ũ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi îöiíêè:∫
Ω

|ũ(x, τ, ω)|2 dx ≤ C1F(τ, ω), (40)

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũxi
(x, t, ω)|2 + |ũ(x, t, ω)|2 + |ũ(x, t, ω)|q(x,t)

]
dxdt ≤ C1F(τ, ω), (41)

äå ñòàëà C1 > 0 íå çàëåæèòü âiä ω, u0, F, b,

F(τ, ω) =

∫
Ω

|u0(x, ω)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
|F (x, t, ω)|2 +

+
n∑

i=1

|bxi
(x, t, ω)|2 + |b(x, t, ω)|q(x,t) + |b(x, t, ω)|2

]
dxdt, τ ∈ (0, T ], ω ∈ S. (42)

Âiçüìåìî â (40) ìàêñèìóì çà τ , à â (41) τ = T . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F(T, ·) íàëåæèòü
äî L1(S), òî, çiíòåãðóâàâøè îòðèìàíi ðiâíîñòi çà çìiííîþ ω ∈ S, îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ
iíòåãðàëiâ, ùî ãàðàíòóþòü âèêîíàííÿ âêëàäåíü (35)-(36).

Êðîê 2. Äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ïðîâîäèìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. ßêùî
ũ1 òà ũ2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (12)-(14), òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ¨õ ðiçíèöÿ ũ = ũ1 − ũ2

çàäîâîëüíÿ¹ òàêó îöiíêó:∫
Ω

|ũ(x, τ, ω)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
C2

n∑
i=1

|ũxi
(x, t, ω)|2 +

+ C3|ũ(x, t, ω)|q(x,t)
]
dxdt ≤ 0, τ ∈ (0, T ], ω ∈ S, (43)

äå C2, C3 > 0 � äåÿêi ñòàëi. Ïðè äîâåäåííi (43) âèêîðèñòàíî ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ
÷àñòèíàìè äëÿ ôóíêöié ç ïðîñòîðó W (Q0,T ), ÿêà âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî óìîâè (Q1) òà [4,
ñ. 95]. Çiíòåãðóâàâøè çà ω ∈ S, îòðèìà¹ìî ç (43), ùî ũ1 = ũ2, íàïðèêëàä, â ñåíñi ïðîñòîðó
Lq(x,t)(Π0,T ). Òåîðåìó 6 äîâåäåíî. □
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Äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè 3. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (W1), òî ôóíêöiÿ b ìà¹ âèãëÿä
(10), äå b0 ∈ [C∞

0 (Ω)]N . Òîäi iñíó¹ ñòàëà C4 > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ x ∈ Ω âèêîíóþòüñÿ
îöiíêè

|b0(x)| ≤ C4, |(b0)xi
(x)| ≤ C4, i = 1, n. (44)

Òîìó

|b(x, t, ω)| ≤ C4|W (t, ω)|, (45)

|bxi
(x, t, ω)| ≤ C4|W (t, ω)|, i = 1, n. (46)

Ç îöiíîê (45)-(46) òà âëàñòèâîñòåé âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó W âèïëèâà¹, ùî∫
Π0,T

[
|b(x, t, ω)|2 +

n∑
i=1

|bxi
(x, t, ω)|2 + |b(x, t, ω)|q(x,t)

]
dxdt P (dω) ≤ C5.

Òîìó ôóíêöiÿ b ç óìîâè (W1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 6.
Îñêiëüêè â òåîðåìi 6 ìè äîâåëè iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (27)-(29), òî

çãiäíî ôîðìóëè (11) òà îçíà÷åííÿ 2 ìà¹ìî, ùî òåîðåìó 3 äîâåäåíî. □

Âèñíîâêè. Â ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ïàðàáî-
ëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèì ïîêàçíèêîì íåëiíiéíîñòi, iíòåãðàëüíèì äîäàíêîì òà áiëèì
øóìîì. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i. Îòðèìàíi
ðåçóëüòàòè ¹ óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [1], äå áóëî ðîçãëÿíóòî ìîäåëüíå ðiâíÿííÿ
áåç iíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà i ç ïîêàçíèêîì íåëiíiéíîñòi, ùî çàëåæàâ òiëüêè âiä çìiííî¨ x.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Àâòîðè çàÿâëÿþòü, ùî íå ìàþòü êîíôëiêòiâ iíòå-
ðåñiâ. Àâòîðè òàêîæ çàÿâëÿþòü ïðî ïîâíå äîòðèìàííÿ âñiõ ïðàâèë åòèêè æóðíàëüíèõ
äîñëiäæåíü.

Ïîäÿêè. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáî-
òè.
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Integro-di�erential systems of stochastic parabolic equations with
variable exponents of nonlinearity

Oleh Buhrii, Ihor Kutsevol

Abstract. Some nonlinear second order parabolic system with the variable exponents of
nonlinearity, integral term, and the white noise is considered. The existance and uniqueness
of the weak solution for the corresponding initial-boundary value problem are proved.

Keywords: stochastic parabolic equation, variable exponent of nonlinearity, white noise,
weak solution.
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